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Série n°1
— Espace metrique —

Exercice 1
Soient les fonctions du plan R? dans RT définies par:

Ni(z) = |z1| + |x2] Na(z) = \/m% —i—:):% Noo(z) = max(|z1], |x2|)

si x a pour coordonnées (r1;x2).

1°) Vérifier que d;(z,y) = N;(z — y) est une distance de R? pour i = 1,2 ou oc.
2°) Dessiner la boule centrée en 'origine et de rayon 1 pour chacune de ces distances.

3°) Montrer que ces distances sont équivalentes (on pourra montrer que.
Noo(z) < Ni(2) < 2Noo(2), et Neo(z) < No(z) < V2N ()
quel que soit z € R?)

Exercice 2
Si E est un espace métrique, alors quels que soient x, y et a dans E, Montrer que

|d(a, ) — d(a,y)| < d(z,y)

Exercice 3
Soit dy,dg, ...,dy : E x E — [0, 00[ des semi-distances sur E.

1°) Montrer que d = ;" | d; et d = maxj<;<n d; sont des semi-distances.
2°) Soit d : E x E — [0, 00 une semi-distance sur E et o : E' — E quelconque.
Montrer que d définie par d (z',y') = d(a(z'), a(y')) est une semi-distance sur E .

Exercice 4
Soit X =]0, +oo[ pour z,y € X, on note

1 1
da.)= |

1°) Montrer que d est une distance sur X.
2°) L’espace métrique (X, d) est-il complet?

Exercice 5

Montrer que:

1°)Ona ACB=A°CB°et ACB
2°) x € A° & Je > 0 tel que B(z,e) C A
3)zeA &Ve>0, Bx,e)NA#0O
4°) A ouvert < A = A°

5°) A fermé < A=A

6°)

A ouvert & A est une union de boules ouvertes.

Exercice supplémentaire

Soient (E;d) un espace métrique, A un sous-ensemble non vide de E et z un élément de E.Montrer que les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

a)reA

b) d(xz,A) =0

c) il existe une suite (U )nen d’éléments de A qui converge vers x



